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PROBLEMA 1. CONDENSATOR “EXTENSIBIL”

Un condensator plan-paralel are armaturi circulare de arie S, aflate initial la distanta d
una de cealaltd. Fiecare armatura are masa m $i se poate misca fara frecare de-a lungul
cate unei tije fixe orizontale lungi si subtiri, perfect conductoare, care trece printr-un
mic orificiu din centrul placii. Tijele sunt unite in dreptul centrului condensatorului
prin intermediul unui tampon de cauciuc perfect izolator, de grosime neglijabila.
Efectul tijelor asupra campurilor electric si magnetic din interiorul (si din afara)
condensatorului este neglijabil. Fiecare placa face tot timpul contact perfect cu tija
corespunzatoare. Pldcile sunt mentinute initial In repaus si sunt Incarcate fiecare cu
sarcina electricd pozitiva Q. Condensatorul este plasat in vid; se cunosc permitivitatea
electrica a vidului g si viteza luminii 1n vid c. Se aplica tijelor o tensiune constantda U
si placile sunt lasate libere.

a. Exprima sarcina Q in functie de S, d, & si U, astfel incat placile sa ramana in
continuare in repaus. Este echilibrul lor stabil? Argumenteaza.

Pe tot restul problemei presupune ca sarcina electricd Q are valoarea determinatd mai
sus. La momentul de timp ¢ = 0, placilor li se imprima un foarte mic impuls care le
scoate din echilibru, astfel Incat ele Incep sd se departeze una de alta. Noteaza cu x(¢)
distanta dintre armaturi la un moment oarecare de timp .

b. Scrie ecuatia diferentiala care exprima x(z).

c. Transforma ecuatia astfel incéat ea sa descrie dependenta v(x) (viteza de variatie a
distantei dintre pldci). Rezolva ecuatia 1n functie de m, S, d, €y, U si x.

d. Determina viteza de variatie in timp a intensitatii cAmpului electric £ din interiorul
condensatorului.

Fie punctele din interiorul condensatorului aflate la distanta » de axa ce trece prin
centrul placilor, unde » este mult mai mica decat raza arméturilor.

e. Exprima marimea inductiei cAmpului magnetic B din aceste puncte in functie de m,
S, d, €, ¢, U, x si r. Cum sunt orientate liniile cAmpului magnetic?

In interiorul condensatorului, la distanta » de axa ce trece prin centrul plicilor, este
plasat un mic inel dielectric subtire avand aria 4 si momentul de inertie /, incarcat cu
sarcina electrica pozitivd ¢. Planul inelului include axa care trece prin centrul
armaturilor. Neglijeaza tot timpul inductanta tuturor elementelor din problema.

La momentul de timp ¢ = 0 inelul este lasat liber, permitandu-i-se doar sd se roteasca
fara frecare in jurul propriei axe.

f. Care va fi viteza unghiulard maxima a inelului si care va fi distanta dintre armaturi
in acel moment?

g. Exact in momentul 1n care inelul atinge viteza unghiulard maxima, tensiunea
electricd este intreruptd. Care va fi viteza unghiulara a inelului iIn momentul imediat
urmator?
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PROBLEMA 2. FIZICA FRACTALA

1. Mai mult ca sigur ca iti este foarte cunoscut
cubul Rubik. Este o jucdrie sub forma de cub, cu
fiecare fata coloratd diferit, alcatuita din 9 cuburi
mai mici, ca in prima imagine. In total sunt deci
27 de cuburi mai mici (cel central nu se poate
vedea decat daca desfaci cubul initial).

Se elimind acest cub central si cele 6 cuburi din
centrul fetelor. Raman deci 20 de cuburi si acum
se poate vedea prin centrul cubului initial.

Se aplica aceeasi procedurd pentru fiecare dintre
cele 20 de cuburi ramase si se continud tot asa la
nesfarsit. In final, se obtine un obiect fractal ca in
cea de-a doua imagine, numit “burete Menger”
(sau “cub Sierpinski”).

Calculeazd momentul de inertie al corpului obti-
nut astfel, avand masa m si lungimea muchiei /, in
raport cu axa care trece prin centrele a doua fete
opuse.

2. Se considera o retea de difractie unidimensionald de forma
asa numitei “multimi Cantor”. Pentru a obtine o astfel de retea, I I

se Incepe prin acoperirea treimii centrale a unei fante inguste =~ >

cu deschiderea /. Se obtureaza apoi treimile centrale ale celor I il/ 9
doud treimi rdmase dupd primul pas, si tot asa. Rezultatul
final arata ca in figura alaturata. /3
Fie N numarul maxim posibil din punct de vedere fizic de
aplicéri ale procedeului si /p intensitatea luminii monocroma-
tice care cade normal pe fiecare trasatura a retelei. Considera '
lumina difractatd sub unghiul a; presupune tot timpul ca aper-
tura trasaturilor poate fi aproximata ca fiind punctiforma.

a. Scrie diferenta de drum corespunzatoare primelor doua
trasaturi din capatul superior al retelei, in functie de /, N si a. )
Calculeaza intensitatea luminii difractate de cele doua trasa-
turi ca functie de a, ignorand celelalte deschideri.

b. Noteaza 2n/sina/3"A cu x. Traseaza graficul /(x).

¢. In mod similar, calculeazi /(o) pentru primele patru trisa-
turi din capatul superior al retelei si traseaza din nou /(x).
[[ndicatie: Pentru simplitate, presupune ca solutiile netriviale

ale ecuatiei tg(x) + 3 tg(3x) = 0 sunt x = nn/6, n € N.]

d. Exprimd /(o) pentru Intreaga retea n functie de Iy, /, N si
a si Tncearcd sd deduci tiparul general al figurii de difractie.
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PROBLEMA 3. O INTRODUCERE iN MECANICA CUANTICA

In cele ce urmeaza, energia cineticd a unei particule se considerd a fi mult mai mica
decét energia ei de repaus, astfel incat s poata fi scrisd Tn maniera newtoniana:

2
myv

e+ L= f(p)

E=FE + =
2m,

1. Ecuatia unei unde plane neamortizate care se propaga in sensul pozitiv al axei Ox este
&(x,t) = asin(wt — kx) ,

unde argumentul functiei sinus se numeste “faza” undei, iar & se numeste “numarul de
unda” si este egal cu 2m/A.

Viteza de faza c¢ se defineste ca fiind viteza cu care se deplaseaza in spatiu o valoare
oarecare a fazei undei, deci strict vorbind ea nu reprezinta altceva decat viteza de
propagare a undei.

a. Exprima viteza de faza in functie de o si k.

Considera acum doud unde plane neamortizate propagandu-se in sensul pozitiv al axei
Ox, cu w-uri i k-uri aproape egale:

&) =asin(wt —kx), &(x,t)=a,sin(ot —k,x) ; o, 0, , k =k, .

b. Tinand cont de interferenta acestor unde la un moment oarecare de timp ¢, determina
punctele de pe axa Ox corespunzitoare maximelor amplitudinii undei rezultante la
acel moment.

Sa definim viteza de grup v, ca fiind viteza cu care se deplaseaza aceste puncte de-a
lungul axei Ox.

c¢. Exprima viteza de grup in functie de Aw = 0, — ©; $1 Ak =ky — k.

Acum, in loc de doar doud unde, considerd un “pachet” de unde cu w-uri intr-un dome-
niu foarte ingust A® din jurul lui wy, $i cu k-uri intr-un domeniu foarte ingust Ak din
jurul lui ko. In acest caz se poate gindi ci o variazi liniar cu k, Aw/Ak reprezentand
gradientul (panta). De asemenea, se poate vorbi despre o densitate de amplitudine
aproape constanta, a/Ak.

d. Scrie expresia undei rezultante in functie de a, o, Aw, ko, Ak, x si ¢t. Pentru un
moment oarecare de timp ¢, estimeaza raportul dintre cele mai mari doua amplitudini.

De asemenea, arata ca expresia gasitd pentru v, rimane in continuare valabila.

[[ndicatie: Ecuatia tg o = a are, pe langa solutia evidenta a = 0, solutiile aproximative
ao=x=Q2nt)n/2,n=1,2,...]
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2. Se stie ca energia si impulsul unui foton pot fi exprimate in functie de frecventa
si/sau lungimea de unda a radiatiei electromagnetice corespunzitoare:

E:hV:iZﬂvzhw;p:ﬁ:z_ﬂi:hk;hzlo—m\ls‘
2z A A2z

Louis DeBroglie a avansat ipoteza extinderii relatiilor de mai sus pentru toate particu-
lele microscopice. Astfel, oricarei particule care se deplaseaza de-a lungul axei Ox i se
poate asocia ecuatia unei unde plane neamortizate:

.(E p
xX,t)=asin| —t——x |.
fey=asif E1-2.)
Mai mult, sa considerdm acum ca fiecare particuld este echivalentd cu un pachet de
unde centrate pe E/h si p/h.

e. Arata ca in aceastd situatie v, reprezintd pur si simplu viteza particulei.

Rezultatele de mai sus ne conduc la ideea cd maximul principal al pachetului ar putea
fi interpretat drept o indicatie cu privire la pozitia particulei de-a lungul axei Ox la un
moment oarecare de timp .

f. Calculeaza distanta Ax dintre centrul pachetului si minimul cel mai apropiat si arata
cad AxAp = h.

Aceasta inseamnd ca dacd iti doresti o precizie cat mai buna in privinta centrului
pachetului, atunci trebuie sa accepti domenii tot mai largi pentru valoarea impulsului
acesteia. Reciproc, dacd incerci sa reduci pachetul la doar o singurda unda, corespun-
zand exact valorii impulsului, pierzi acuratetea pozitiei particulei de-a lungul axei.

La prima vedere, distanta calculatd mai sus ar putea fi interpretatd ca o indicatie cu
privire la dimensiunea relativi a particulei. Insi din moment ce teoretic lirgimea
pachetului este arbitrard si mai exista si alte maxime mai mici ale undei rezultante,
este mult mai interesant sa privim unda rezultanta drept o masura a probabilitatii de
a gasi particula de-a lungul axei Ox la un moment oarecare de timp t.

3. Plecand de la functia reala de doua variabile &(x,f), se poate defini de o maniera
fireascd o functie complexa de aceleasi doua variabile, astfel incat partea ei imaginara
sd reprezinte functia originara:

Y(x,t) = a[cos(wt — kx) +isin(wt — kx)] .
In cele ce urmeazi, vom folosi o altd notatie pentru marimile complexe, si anume:
Y(x,t)=ae ™™ .

In cele ce urmeaza vom adopta aceasta functie complexa ca expresie a unei unde plane.
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g. Scrie cu ambele notatii ecuatia unei unde plane neamortizate care se propagd in
sensul negativ al axei Ox. Determind expresiile functiilor sinus §i cosinus sub forma
exponentiala.

h. Scrie sub formad exponentiald ecuatia pentru o unda stationard obtinutd prin
interferenta a doud unde plane neamortizate cu amplitudini egale, care se propagd in
cele doud sensuri ale axei Ox.

Sé definim densitatea de probabilitate de gasire a unei particule intr-un anumit punct x
la un anumit moment de timp ¢ ca fiind |¥(x, £)]*. Aceasta inseamni ci

j W (x,))¥ *(x,t)dx =1 pentru orice ¢,

unde steluta (*) semnifica notatia pentru conjugata complexa a marimii respective.
Vrem sa studiem starile cuantice ale unei particule (de exemplu, ale unui electron cu
energia de repaus Ej = 0.5 MeV) ce se migca liber intr-o regiune unidimensionala cu
lungimea /. In consecinta, energia ei potentiali este zero pentru orice x € [— /2 , + 1/2]
si infinita in rest. (Va puteti imagina o astfel de regiune ca pe un put unidimensional
cu pereti infinit de Tnalti, in absenta gravitatiei, presupunand ca interactiunile particulei
cu peretii sunt perfect elastice.)

i. Care este cea mai micd valoare posibila a energiei cinetice a unei astfel de particule
in mecanica clasica? Care este densitatea de probabilitate in acest caz?

Abordarea cuanticd a problemei constd in a asimila particula cu diferite unde sta-
tionare (moduri de oscilatie) ¥ avand noduri la x = £ //2, numite “functii de unda”,
fiecare mod de oscilatie corespunzdnd unei stari cuantice a particulei.

j- Determind valorile E, ale energiei cinetice ale unei particule, corespunzand celui
de-al n-lea mod de oscilatie (n se numeste “numar cuantic”). Evalueaza E; a unui
electron pentru /=1 A.

k. Scrie functia de unda ¥, corespunzatoare “starii fundamentale” si functia de unda
¥, corespunzdtoare primei “stdri excitate”, si exprima amplitudinile lor ¢; si ¢, in
functie de /. Calculeaza probabilitatile de a gési particula in treimea centrald a regiunii
in fiecare din cele doua stari.

Exact la fel cum coarda unui instrument muzical nu se stabilizeaza pe un singur mod
de oscilatie, ci este supusa unei suprapuneri de unde stationare posibile, la fel si starea

propriu-zisa a particulei constd dintr-un amestec de functii de undd cu anumiti
coeficienti a, reprezentand ponderile fiecarei stari “pure”:

¥ (x,1) =ian‘{’n(x,t) .

1. Considera o, = 0 pentru toti n > 2 si gaseste relatia care trebuie sa existe intre o, i a.
In fapt, rezultatul acesta este valabil pentru orice n si el arati ca W, nu interfera intre

ele. Mai curand, ele se comporta ca niste versori ai unui spatiu infinit dimensional,
Y(x,?) fiind In esentd un vector de coordonate {o, |n=1, 2,...}.
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In fine, si revenim acum la presupunerea ci exista doar stari “pure” si si considerdm
cazul in care particula se miscd liber in interiorul unei incinte paralelipipedice cu
dimensiunile / x [, x L. Incd o datd energia potentiald este zero in interiorul cutiei si
infinitd in exterior, iar interactiunile cu peretii sunt absolute elastice, dar de aceasta data
functia de unda depinde de patru variabile reale: x, y, z si . Aceasta Inseamna ca acum
vom avea nevoie de trei numere cuantice, cate unul pentru fiecare axa: n,, n,, i n..

m. Care este valoarea minima posibild a energiei cinetice a unei astfel de particule in
mecanica clasica? Care este densitatea de probabilitate in acest caz?
n. Scrie expresia energiei cinetice a particulei in functie de Ey, ¢, I, [, I, n,, n,, n. si A.

Se poate vedea usor ca pot exista situatii In care particula sa aiba aceeasi energie cine-
ticd pentru niste seturi diferite de numere cuantice. Acest fapt este numit “degenerare”.
O conditie banala suficientd pentru a avea degenerare este ca cel putin doud din
dimensiunile cutiei sa fie egale.

0. Pentru /, = [, = I, = 1A, evalueazi energia cineticd a electronului, corespunzitoare
starii fundamentale. Este aceasta stare degenerata?

p. Gaseste un exemplu de degenerare in cazul in care dimensiunile cutiei nu sunt egale.
q. Scrie ecuatia pentru Wy, ny.n-(x,),2,7) s1 determind valoarea Iui Cpypnyn- in functie de /,,
lysil.
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